	Лекция 1. 
Дифференциальные уравнения первого порядка 
	

	Дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее независимую переменную x, искомую функцию y(x) и производную искомой функции. 
Символически дифференциальное уравнение можно написать так 
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или
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o

v
ax”



.

Неизвестной здесь является функция y, входящая под знак производных (или дифференциалов). 

Если искомая функция y(x) есть функция одной независимой переменной, то дифференциальное уравнение называется обыкновенным. В этой главе мы будем рассматривать только обыкновенные дифференциальные уравнения. 

Порядком дифференциального уравнения называется порядок наивысшей производной, входящей в уравнение. 

Например, уравнение  [image: image3.png])3yt -axy?



  есть уравнение первого порядка, 
а уравнение   [image: image4.png]


 - уравнение второго порядка. 

Решением дифференциального уравнения называется всякая функция y(x), которая будучи подставленной в уравнение, обращает его в тождество. Решение еще называется интегралом дифференциального уравнения. 

Пример 
Рассмотрим уравнение [image: image5.png]


. 
Функция [image: image6.png]¥ =8in2x



является решением этого уравнения. 
Действительно, 
[image: image7.png]y'=2¢082x, y"=-4sin2x




и уравнение обращается в тождество: 
[image: image8.png]—-4sin2x+4sin2x=0



. 
Решением рассматриваемого уравнения будут и функции 
[image: image9.png]Y =0082x, y=58In2x-3c082x




и вообще функции 
[image: image10.png]v =Cycos2x +C; sin2x



, где [image: image11.png]Cy



и [image: image12.png]Cy



- произвольные постоянные. 
В самом деле 
[image: image13.png]—2Cy sin2x + 205 c082X, y"=-4C; cos2x - 4C; sin2x




и уравнение обращается в тождество 
[image: image14.png]- 4Cy 05 2x —4C, sin2x +4(Cy cos 2%+ C5 5in2x) =0



. 
Заметим, что рассматриваемое уравнение имеет бесчисленное множество решений вида: [image: image15.png]v =Cycos2x +C; sin2x



. 
Решение дифференциальных уравнений первого порядка 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, связывающее независимую переменную x, искомую функцию y(x) и производную первого порядка искомой функции. 
Дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид [image: image16.png]Flx,v,y)=0



. 

Общее и частное решение 

Общим решением дифференциального уравнения первого порядка называется решение [image: image17.png]v =p(x,C)



, зависящее от одной произвольной постоянной C, придавая конкретное значение которой [image: image18.png]C=G



, можно получить решение [image: image19.png]¥ =ox,Cq)



, удовлетворяющее любому заданному начальному условию [image: image20.png]y(xa)=va



. 

Равенство вида [image: image21.png]Dx,v.C)=0



, неявно задающее общее решение, называется общим интегралом дифференциального уравнения.
Заметим, что в практике чаще всего бывает нужным не общее решение, а так называемое частное решение,отвечающее определенным начальным условиям, вытекающим из условия данной конкретной задачи.
Частным решением называется любая функция [image: image22.png]¥ =ox,Cq)



, которая получается из общего решения [image: image23.png]v =p(x,C)



,если в последнем произвольной постоянной C придать определенное значение [image: image24.png]C=G



. Соотношение [image: image25.png]@, y.Cq)



называется в этом случае частным интегралом. 
Задача отыскания решения дифференциального уравнения y I = f(x,y) , удовлетворяющего заданным начальным условиям y(xo ) = yo, называется задачей Коши.
Теорема Коши
Если функция f(x,y) - правая часть дифференциального уравнения y I = f(x,y) - непрерывна в некоторой замкнутой области D плоскости xOy и имеет в этой области ограниченную частную производную f Iy (x,y), то каждой внутренней точке области D соответствует, и притом единственное, решение, удовлетворяющее начальным условиям. 

Пример 
Рассмотрим уравнение 
[image: image26.png]d—y72x:0



. 
Общим решением этого уравнения является семейство функций 
[image: image27.png]y=x2+C



. 
Действительно, при любом значении C эта функция удовлетворяет уравнению: [image: image28.png]y'=2x, 2x-2x=0



. 
Кроме того, всегда можно найти такое значение C, что соответствующее частное решение будет удовлетворять заданному начальному условию. 

Найдем, например, частное решение, удовлетворяющее начальному условию y(1)=-2. Подставляя эти значения в уравнение 
[image: image29.png]y=x2+C



, 
получим 
[image: image30.png]


. 
Решая это уравнение относительно C получим C = - 3. 
Следовательно, искомым частным решением будет функция: Y = X2 - 3. 
Это решение можно получить, используя нижеприведенный апплет для построения поля направлений и интегральных кривых для уравнения первого порядка. 

Интегральные кривые 

С геометрической точки зрения общее решение уравнения первого порядка представляет собой семейство кривых на плоскости xOy, зависящее от одной произвольной постоянной C. Эти кривые называются интегральными кривыми данного дифференциального уравнения. 
Частному решению соответствует одна интегральная кривая, проходящая через некоторую заданную точку. Так, в последнем примере общее решение геометрически изобразится семейством парабол, причем каждому значению параметра C будет соответствовать вполне определенная кривая. Частное решение изобразится параболой (рис. 1. 

) проходящей через точку [image: image32.png]Mql1-2)



Заметим, что задать начальное условие для уравнения первого порядка с геометрической точки зрения означает задать точку [image: image33.png]Malxg.va)



, через которую должна пройти соответствующая интегральная кривая. 

Решить или проинтегрировать данное дифференциальное уравнение это значит: 

а) найти его общее решение или общий интеграл, если не заданы начальные условия, 

или 

б) найти частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям. 


	Геометрическая интерпретация дифференциального уравнения первого порядка 
	

	Пусть дано дифференциальное уравнение, разрешенное относительно производной: [image: image34.png]


. 
Это уравнение для каждой точки [image: image35.png]Mix,v)



определяет значение производной [image: image36.png]


, т.е. определяет угловой коэффициент касательной к интегральной кривой, проходящей через эту точку.
Таким образом, рассматриваемое дифференциальное уравнение дает совокупность направлений или, как говорят, определяет поле направлений или поле линейных элементов. Задача интегрирования такого уравнения, с геометрической точки зрения, заключается в нахождении кривых, направление касательных к которым совпадает с направлением поля линейных элементов в соответствующих точках . 

Пример 

Рассмотрим уравнение 
[image: image37.png]


. 
В каждой точке (x,y), отличной от точки (0,0), угловой коэффициент касательной к интегральной кривой равен отношению [image: image38.png]==



, т.е. совпадает с угловым коэффициентом прямой, проходящей через начало координат и точку с координатами (x,y). Очевидно, что интегральными кривыми будут прямые y=Cx, где C - произвольная постоянная, т.к. направление этих прямых всюду совпадает с направлением поля. 

Теорема существования и единственности решения дифференциального уравнения. 
Рассматривая уравнение первого порядка [image: image39.png]


, разрешенное относительно производной, мы ставили вопрос об отыскании его общего решения и, если задано начальное условие [image: image40.png]¥ixo) =Y



частного решения, удовлетворяющего этому условию. 
Возникает вопрос: всегда ли существует частное решение, удовлетворяющее заданному начальному условию и если существует, будет ли оно единственным.
Рассмотрим, например, уравнение 
[image: image41.png]


. 
Общим решением является функция [image: image42.png]


, а интегральными кривыми - семейство гипербол, причем через каждую точку [image: image43.png](x0.¥0)



, не лежащую на оси Oy проходит одна и только одна интегральная кривая, т.е. рассматриваемое уравнение имеет единственное решение, проходящее через точку, не лежащую на оси Oy, но оно не имеет решения, проходящего через точку, взятую на оси Oy. 
Этот пример показывает, что не всегда существует решение, удовлетворяющее заданному начальному условию. 
В некоторых случаях решение может оказаться не единственным. 
Так, например, уравнение 
[image: image44.png]



имеет бесконечное множество решений, проходящих через точку (0,0). 
В самом деле, функция [image: image45.png]


является общим решением этого уравнения, а при любом значении C прямая [image: image46.png]


проходит через начало координат.  На вопрос, при каких условиях для уравнения [image: image47.png]¥ixo) =Y



можно гарантировать существование и единственность решения, удовлетворяющего заданному начальному условию [image: image48.png]¥ixo) =Y



, отвечает следующая теорема.

Теорема.
Пусть функция [image: image49.png]flx.y)



и ее частная производная [image: image50.png]()



непрерывны в некоторой области D на плоскости xOy . Тогда, если точка [image: image51.png](x0.¥0)



принадлежит этой области, существует, и притом единственное, решение уравнения [image: image52.png](x0.¥0)



, удовлетворяющее начальному условию [image: image53.png]¥ixo) =Y



. 

Геометрически это означает, что через каждую точку [image: image54.png](x0.¥0)



области D проходит одна и только одна интегральная кривая рассматриваемого уравнения. Данная теорема называется теоремой существования и единственности решения дифференциального уравнения . 
Возвращаясь к рассмотренным нами примерам, мы видим, что функции 
[image: image55.png]



и 
[image: image56.png]



не определены при [image: image57.png]


и, следовательно, не являются непрерывными. Это обстоятельство и привело, в первом случае, к отсутствию решений, проходящих через точки оси Ox , во втором - к нарушению единственности в точке (0,0). 
	


	1.1. Уравнения с разделяющимися переменными 

	Рассмотрим уравнение первого порядка, разрешенное относительно производной: 
[image: image58.png]



или 
[image: image59.png]


. 
Это уравнение можно переписать так:

[image: image60.png]dy—f{x.v)dx=0




или в симметричной форме 
[image: image61.png]Plx, yjdx +Qlx,y)dy =0



,
дающей соотношение между переменными x и y и их дифференциалами. 

Если в этом уравнении функция P зависит только от x , а функция Q - только от y, то уравнение называется уравнением с разделенными переменными. 

Таким образом, уравнением с разделенными переменными называется уравнение вида 


[image: image62.png]Mix)Jdx +N{y)dy =0



.

Решение такого уравнения получается прямым интегрированием. Так как слева стоит сумма дифференциалов двух функций, которая равна нулю, то сумма их интегралов равняется постоянной 

[image: image63.png]MO dx + [Ny ldy =C



.

Пример 
Уравнение [image: image64.png]xdx +ydy =0



- уравнение с разделенными переменными. Интегрируя, получим общий интеграл: [image: image65.png]


. 
Уравнение вида         [image: image66.png]My () Nyl deix + Mo (x)- Noly)dy =0



 

называется уравнением с разделяющимися переменными. 

Это уравнение может быть приведено к уравнению с разделенными переменными путем деления обеих его частей на выражение [image: image67.png]Nqly)- Mo (x)





[image: image68.png]=
=

Naly,
Nilv)- M)





или 
[image: image69.png]


.

Общий интеграл полученного уравнения имеет вид: 


[image: image70.png]M
I -c



.

Пример 
Дано уравнение 
[image: image71.png]1+y?
(2x-6)y




или [image: image72.png]dy _ 1+y?

X (2x-Bly



.
Разделим переменные [image: image73.png]Y gy
14y 2x-6




и интегрируем [image: image74.png]I

Y

d
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. 
В результате вычисления получим: 

[image: image75.wmf]2
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. 
Это выражение можно записать в иной форме: 
 
[image: image76.wmf]2

ln(1)ln3ln

yxC

+--=


т.к. всякое число можно представить в виде логарифма другого. 
Таким образом, общий интеграл данного уравнения будет иметь вид 
. 
[image: image77.wmf]2
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	1.2. Однородные уравнения первого порядка 

	Рассмотрим сначала понятие однородной функции двух переменных.
Функция двух переменных [image: image78.png]fx,v)



называется однородной функцией измерения n, если при любом t справедливо тождество f (tx, ty) = t n f(x, y) . 

Пример 
Функция [image: image79.png]F(x.y) = x% - 3xy +5y2



есть однородная функция измерения 2, т.к. 
[image: image80.png]Flbe ) = ()% - 3tcty +5(ty)? = t2[x2 - 3xy +5y2 )=t 2 (x.y)



.
С понятием однородной функции связано понятие однородного дифференциального уравнения. 

Первое определение 

Уравнение 

[image: image81.png]Mix, v Jdx +N{x, y)dy =0



                              

называется однородным дифференциальным уравнением первого порядка, 
если функции [image: image82.png]Mix,v)



и [image: image83.png]Nix,v)



являются однородными функциями одного и того же измерения.

Для однородного уравнения имеем: 


[image: image84.png]Mty )= £ M0y), Nty )= EIN(xy)



.

Полагая в последних равенствах [image: image85.png]


, получаем 

[image: image86.png]Y XTM(x‘y)‘ N[W%]: xi"/\/(x‘y)



. 


Откуда 

[image: image87.png]Mlx.y)= x"M[W%} Nixy)= x"N[W%)




Подставив эти выражения в исходное уравнение, получим

[image: image88.png]x"M[mX]derx"N[m Z]dy -0
X X



             и далее           [image: image89.png]M[W‘dex + N[W‘X]dy -0
X X



. 

Для разделения переменных введем новую переменную V = y/x или y = Vx. Так как в этом случае dy = xdV +Vdx, то последнее уравнение принимает вид: 

M(1,V)dx + N(1,V)(xdV + Vdx) = 0,

или 

[M(1,V) + vN(1,V)]dx +xN(1,V)dV = 0.

Последнее уравнение является уравнением с разделяющимися переменными x и V , из него определяется V , а затем искомая функция y = Vx. 

Второе определение 

Если уравнение может приведено к виду: dy/dx = F(x,y) = F(v), где V = y/x, то оно называется однородным дифференциальным уравнением первого порядка. 

Для приведения его к уравнению с разделяющимися переменными используется подстановка 
V = y/x, отсюда y = Vx и dy/dx = xdV/dx + V. 
В итоге получается уравнение с разделяющимися переменными: xdV/dx = F(V) - V, которое и интегрируется. 

Пример 
Решить уравнение (y 2 - 3x 2)dx + 2xydy = 0, при начальном условии: y(0) = 0 . 
Здесь M(x,y) = (y 2 - 3x 2) и N(x,y) = 2xy - однородные функции измерения 2. 
Применим подстановку y = vx, при этом dy = xdv +vdx. 
Получим: x 2(v 2 - 3)dx + 2x 2v(xdv +vdx) = 0. 
Сгруппируем слагаемые x 2(v 2 - 3)dx + 2x 2v(xdv +vdx) = 0 относительно dx и dv и разделим переменные: 
[image: image90.png]3 p 2vdY e, [alv2 =1} _
Zocr -0 3fd [dh <10



. 
После интегрирования получим: x 3(v 2 - 1) = C или 
общий интеграл: x(y 2 - x 2) = C 
Используя начальные условия y(0) = 0 имеем 0(0 2 - 0 2) = C , отсюда C = 0. 
Частное решение данного уравнения: x(y 2 - x 2) = 0 
или    x = y и x = - y 
 


	1.3. Линейные уравнения первого порядка 

	Уравнение 
[image: image91.png]


,
где [image: image92.png]


     и    [image: image93.png]



- заданные непрерывные функции, называется линейным дифференциальным уравнением первого порядка. 

Если функция [image: image94.png]


, стоящая в правой части уравнения, тождественно равна нулю, т.е. [image: image95.png]


, 
то уравнение называется линейным однородным, в противном случае - линейным неоднородным. 
Таким образом, [image: image96.png]


- линейное однородное уравнение, а [image: image97.png]


- линейное неоднородное уравнение. 
Рассмотрим два метода интегрирования линейных уравнений. 

I метод - метод Бернулли 

Для решения уравнения применим подстановку y=UV, причем функцию U=U(x) будем считать новой неизвестной функцией, а функцию [image: image98.png]


мы выберем произвольно, подчинив некоторому условию. Так как при этом [image: image99.png]


, то эта подстановка дает: 

[image: image100.png]U +VU+pUV





и
[image: image101.png]


. 
Используя произвольный выбор функции V,   подчиним ее условию:         [image: image102.png]


. 

Разделяя переменные и интегрируя в последнем равенстве, получаем: 
[image: image103.png]ﬂ:fpdx‘ InV =-[pdx = V=g’
X



. 
Поэтому исходное уравнение после подстановки полученной функции V(x) имеет вид: [image: image104.png]AU g-rpax _

q



. 
Это уравнение также является уравнением с разделяющимися переменными. 
Решая его, получаем: 
[image: image105.png]dU = gel P



,    а после интегрирования     [image: image106.png]U= [ge!P™axsC



.

Возвращаясь к переменной y=UV имеем общее решение линейного неоднородного уравнения: 
[image: image107.png]~1P([ ge) P¥gx 4 C)




.

Пример 
Решить уравнение [image: image108.png]


. 
Здесь [image: image109.png]


. 
Имеем: 
[image: image110.png]y=UV, y'=UV+VU





 INCLUDEPICTURE "http://www.tstu.tver.ru/faculties/civil/vm/math_on_line/topic/ode/lect_1/image_5/im23.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image111.png]dx X

% vEy( ST, 2L
dx X






 INCLUDEPICTURE "http://www.tstu.tver.ru/faculties/civil/vm/math_on_line/topic/ode/lect_1/image_5/im24.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image112.png]VS nyainx vex XYy guzax u=x+C,
ax X WV X ax




[image: image113.png]y=UV, = y=x(x+C)



- общее решение линейного уравнения. 

II метод - метод вариации произвольной постоянной - метод Лагранжа 

В линейном однородном уравнении [image: image114.png]


переменные разделяются и его общее решение, которое мы обозначим через Y , легко находится: 
[image: image115.png]d _ L, W -
=Y. = POk Iny=—[pdx+nC, ¥ =Ce

-l



.
Будем теперь находить общее решение неоднородного линейного уравнения [image: image116.png]


, считая, что общее решение неоднородного уравнения y имеет такую же форму, как и общее решение cоответствующего однородного уравнения Y , но где C есть не постоянная величина, а неизвестная функция от x , т.е. считая, что 

[image: image117.png]y =C(x). g7] P



.
Дифференцируя это выражение 

[image: image118.png]y'=Cx) 671 P
) —Clx) p g1




и подставляя в рассматриваемое неоднородное уравнение, получим: 
[image: image119.png]C'(x) 1P —C(x). p. o7 P¥ 4 p. C(x). g 7T P




     или         [image: image120.png]C(x) a7l P¥ =g
. Cx)=gq.glPH



.
Откуда находим функцию C(x) : 
[image: image121.png]Clx)=Jg &' dx +C



.

Таким образом, 

[image: image122.png]=(fqe! #*ax
+Cy) 7P





или 

[image: image123.png]y =71 [gel PPy
+Cy g7 P



.
Полученное общее решение состоит из двух слагаемых, из которых второе [image: image124.png]Cy g7l P



является общим решением соответствующего однородного уравнения, а первое [image: image125.png]a71PH] gel P



является частным решением неоднородного уравнения, получаемым из общего при [image: image126.png]


.

Пример 
Найти общее решение уравнения 
[image: image127.png]


. 
Интегрируем соответствующее однородное уравнение: [image: image128.png]dy _ 2xdx
PERTZ

Iy =infi+x2|+inC, ¥ =Cli+x?]




. 
Считаем C функцией x : [image: image129.png]y=ClM+x2] vy =Cll+x? J+Cx)- 2x




Подставляем в исходное уравнение: 
[image: image130.png]2
C i+ x2)+ () inzxcw(x)wzx — 1, Cfied)=1ex?, B2
x

ax

C=x+Cy. y=(x+C)1+x2)




. 



	1.4. Уравнение Бернулли 

	Уравнением Бернулли называется уравнение вида            dy/dx + P(x)y = Q(x)y n.  
При n = 0 или n = 1 уравнение становится линейным, методы интегрирования которого рассматривались в предыдущем пункте. 

Есть следующие два способа интегрирования этого уравнения. 

1. Уравнение приводится к линейному. 

Разделив все члены такого уравнения на y n, получим:
y -n(dy/dx) + P(x)y -n+1 = Q(x).

Сделаем замену: y -n+1 = z.    Тогда dz/dx = (-n+1)y -ndy/dx. 

После подстановки этих выражений в уравнение оно примет вид: 

dz/dx + (1-n)P(x)z = (1-n)Q(x).

Это линейное уравнение относительно функции z. После его интегрирования возвращаемся к переменной y, подставив вместо z выражение y 1-n. Получим общий интеграл уравнения Бернулли. 

2. Уравнение решается по методу Бернулли с подстановкой y = UV, уже использованному для решения линейных неоднородных уравнений. 

Пример 
Найти общее решение уравнения                         [image: image131.png]


. 

Разделив обе части уравнения на y 2, получим: 
[image: image132.png]e L oinx
v



. 

Введем новую переменную [image: image133.png]<l



, тогда [image: image134.png]


. 

Подставляя в уравнение, получим:
x(dz/dx) - z = -ln(x).
Это линейное уравнение относительно функции z(x) . 
Применим метод вариации произвольной постоянной: 

[image: image135.png]



Интегрируя по частям, находим [image: image136.png]Inx 1 1 T, 1
DX =l x4 [z G =~ X = —+ C
[ et om0y



, 
следовательно [image: image137.png]c=lnx+)+cy
X



, [image: image138.png]Z=Inx+1+Cyx



. 
Заменяя теперь z на [image: image139.png]<=



, 
получим: [image: image140.png]1 x4 140
v



или [image: image141.png]1
V= X+



. 
Это и есть общее решение исходного уравнения. 



	1.5. Уравнения в полных дифференциалах 

	Уравнением в полных дифференциалах называется уравнение вида 

[image: image142.png]Plx, yjdx +Qlx,y)dy =0



,

левая часть которого есть полный дифференциал некоторой функции [image: image143.png]U=Uxy)



, т.е. 
[image: image144.png]Plx,y Jax +Qlx, v)dy = dU



.

Переписав исходное уравнение в виде [image: image145.png]


, заключим, что общий интеграл этого уравнения определяется формулой [image: image146.png]Ulx,y)=C



.
 Как известно, полный дифференциал функции [image: image147.png]U=Uxy)



выражается формулой 

[image: image148.png]dv=as Hay

x

Ay



.

таким образом 

[image: image149.png]


.

Необходимое и достаточное условие того, что левая часть уравнения является полным дифференциалом некоторой функции, выражается равенством 

[image: image150.png]/P _0Q
EYE



.  

Функция [image: image151.png]U=Uxy)



, входящая в формулу [image: image152.png]Ulx,y)=C



, находится интегрированием функций P(x,y) и Q(x,y) соответственно по x и y при этом вторая переменная считается величиной постоянной (соответственно y или x). 
Пример 
Проинтегрировать дифференциальное уравнение 
[image: image153.png](2x = 3yldx +(2y - 3xJdy =0



. 
Для данного уравнения 
[image: image154.png]Plxy)= -3y, Qxy)=2y-3x, =3 .3
Y ax



. 
Так как выполнено условие (#), то данное уравнение является уравнением в полных дифференциалах, следовательно, 
[image: image155.png]WYy, M
> Ev

2y-3x



. 
Интегрируя первое из этих уравнений ( y при этом считается постоянным), находим 
[image: image156.png]Ulx.y) = x2 - 3xy +ply)



, 
где [image: image157.png]oly)



- функция подлежащая определению. 
Дифференцируя по y функцию U(x,y) = C и принимая во внимание значение [image: image158.png]


, 
получаем 
[image: image159.png]-3x+¢ly)=2y-3x



, 
откуда 
[image: image160.png]e
ol)=2v. 5:2% do=2ydy, ely)=y?+Cy



. 
Подставив выражение для 
[image: image161.png]oly)




в равенство 
[image: image162.png]Ulx.y) = x2 - 3xy +ply)



, 
найдем 
[image: image163.png]Ulxy)=x2 = 3xy +y2 +Cy



. 
В соответствии с формулой 
[image: image164.png]Ulx,y)=C




получаем 
[image: image165.png]3xy+y2+C =Cy




или 
[image: image166.png]2-c




, 
где 
[image: image167.png]C=Cy-Cy



. 
Итак, общий интеграл данного уравнения: 
[image: image168.png]2-c





Замечание. 
Это уравнение является также однородным и его можно проинтегрировать другим способом. 
 


Найти общее решение или общий интеграл уравнения с разделяющимися переменными
[image: image169.png](a2 +x) e+ (y - xPy)dy =0
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Найти общее решение или общий интеграл однородного уравнения
[image: image170.png]-y =y’
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12+ x2y =y B vy = 24y ?) o
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Найти общее решение или общий интеграл линейного дифференциального уравнения
[image: image171.png]v+ e 11y 2+ 31y =0
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Найти общее решение или общий интеграл уравнения Бернулли
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Найти общее решение или общий интеграл уравнения в полных дифференциалах
[image: image173.png](253 =y e +(2v% - xPy)dy =0
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	Лекция 2. 
Дифференциальные уравнения высших порядков 
	

	Дифференциальное уравнение n -го порядка имеет вид 
[image: image174.png]


. 

В дальнейшем мы будем рассматривать уравнения, которые можно разрешить относительно высшей производной. 
Уравнение, разрешенное относительно высшей производной, можно записать так: 
[image: image175.png]ey oyl
™ f(x‘w‘ v )



. 
Наиболее простым такое дифференциальное уравнение оказывается тогда, когда оно имеет вид: 

y (n) = f(x) , где f(x) - заданная функция. 

Пример 
Рассмотрим дифференциальное уравнение      [image: image176.png]


.

Из этого уравнения сразу видно, что [image: image177.png]


, где C1 - произвольная постоянная.

В свою очередь из последнего уравнения следует, что [image: image178.png]y:j[%+01]dx+czz




, 
где C2 - произвольная постоянная, никак не связанная с постоянной C1 . 
Найденное решение зависит от двух произвольных постоянных, при этом исходное дифференциальное уравнение было уравнением второго порядка. Такое решение называется общим решением этого уравнения. 

Общим решением дифференциального уравнения n -го порядка называется функция [image: image179.png]v =g(x.C.Cs....Cp)



, существенно зависящая от n произвольных постоянных и обращающая данное уравнение в тождество при любых значениях этих постоянных. 

Решения, получаемые из общего при закреплении постоянных [image: image180.png]C1.Cy.... Cp



называются частными . 

В прикладных вопросах часто приходится искать такое решение дифференциального уравнения n-го порядка, которое удовлетворяет n условиям: 
при заданном значении [image: image181.png]


сама функция   y и ее первые n -1 производных 
[image: image182.png](n-1)





должны принимать заданные значения 
[image: image183.png]Voo o )=y

y(xo)=vo. ¥lxo)



. 

Вообще говоря, последние условия, называемые начальными, выделяют из общего решения [image: image184.png]v =g(x.C.Cs....Cp)



единственное частное решение. 

Задача отыскания решения дифференциального уравнения y (n) = f(x,y,y I,y II,..,y (n-1)) , удовлетворяющего n начальным условиям: y(xo ) = yo , y I (xo ) = y Io ,.., y (n-1) (xo ) = y (n-1)o называется задачей Коши.
Теорема Коши
Если функция f(x,y,y I,y II,..,y (n-1)) - правая часть дифференциального уравнения y (n) = f(x,y,y I,y II,..,y (n-1)) - непрерывна в замкнутой n - мерной области D: Oxyy I..y (n-2)y (n-1)  и имеет в этой области ограниченные частные производные по y, y I, .. , y (n-2), y (n-1) , то каждой внутренней точке области D соответствует, и притом единственное, решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям. 
	


	2.1. Уравнения, разрешенные относительно производной и содержащие справа только
 функцию f(x) :
                                             [image: image185.png]




	Это самый простой случай для уравнений высших порядков. 
Чтобы решить рассматриваемое уравнение, умножим обе его части на dx и проинтегрируем. Получим 
                                                            [image: image186.png]TyWax = [F(x)ax




или 
                                                            [image: image187.png]A = [F (e + Oy



. 
Интегрируя еще раз, получим: 
                                                            [image: image188.png]D[ [(F(x)ebx)ax + Cyx +Cy



. 
Продолжая далее, получим (после интегрирования) выражение общего интеграла:       

[image: image189.png]X2

Ljf( ()i dx+01(—j+ ZH

'3



.

Пример 
Найти частное решение уравнения y"' =sin2x , удовлетворяющее начальным условиям: [image: image190.png]w(0)=0, ¥(0)=1 ¥"(0)=0



. 
Решение: 
[image: image191.png][y = [sin2xax, y*






 INCLUDEPICTURE "http://www.tstu.tver.ru/faculties/civil/vm/math_on_line/topic/ode/lect_2/image_2/im7.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image192.png]’:7%s!n2x+c‘1x+c‘z, y:%cnstH’)




.
Это и есть общее решение. Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям, достаточно определить соответствующие значения C1 , C2 , C3 : 
[image: image193.png]0--14c
2
1=0,
|
0=lic
50





 INCLUDEPICTURE "http://www.tstu.tver.ru/faculties/civil/vm/math_on_line/topic/ode/lect_2/image_2/im10.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image194.png]


. 
Таким образом, искомое частное решение имеет вид: 
[image: image195.png]y=ToosDer I ex-1
8 4 8



. 
 


	2.2. Некоторые типы дифференциальных уравнений, допускающих понижение порядка 
1) Уравнения, не содержащие в своей записи искомую функцию y 
	

	Метод решения рассмотрим на примере уравнения второго порядка. 
Уравнение вида [image: image196.png]' =f(x,v")



не содержит явным образом искомой функции y . Порядок такого уравнения может быть понижен. Действительно, положим [image: image197.png]


. Тогда 
                                                                             [image: image198.png]


. 
Подставляя эти выражения производных в рассматриваемое уравнение, получим уравнение первого порядка 
                                                                             [image: image199.png]



относительно неизвестной функции p от x . 
Проинтегрировав это уравнение, находим его общее решение [image: image200.png]o =p(xC)



, а затем из соотношения 
                                                                              [image: image201.png]



получаем общий интеграл исходного уравнения:
                                                                             [image: image202.png]¥ =[p(x,Cylax+Cy



. 
Аналогично можно понизить порядок у дифференциальных уравнений (n)-го порядка. 

Пример 
Решить уравнение 
[image: image203.png]


. 
Положим y ' = p, тогда 
[image: image204.png]



и мы получаем дифференциальное уравнение первого порядка относительно вспомогательной функции p : 
[image: image205.png]adp 2
X =+ xp=1
ax o



. 
Это уравнение является линейным. Найдем его общее решение, используя метод вариации произвольной постоянной. 
[image: image206.png]adp, 2
x? =4 xp=0
ax o



, 
[image: image207.png]]

& np=-hx+he, pT=2 pr W @

X x X ok
100 1 opalo @y 290 4o o
X X2 M &




.
Итак, [image: image208.png]


, т.е. [image: image209.png]


. Следовательно, [image: image210.png]1
Y= +Cinx+Cy



. 
Замечание.
Аналогичным способом можно проинтегрировать уравнение 
[image: image211.png]yl) = f(x‘y(M))



. 
Полагая y n-1 = p, получим для определения p уравнение первого порядка: [image: image212.png]dp

=f(x.p)



. 
Определив отсюда p как функцию от x , из соотношения y n-1 = p найдем функцию y . 
	


	2) Уравнения, не содержащие аргумента искомой функции x 

	
Метод решения опять рассмотрим на примере уравнения второго порядка. 

Уравнение вида [image: image213.png]


не содержит явным образом независимую переменную x . Порядок этого уравнения также может быть понижен. И в этом случае полагаем [image: image214.png]


, но теперь мы будем считать p функцией от y (а не от x , как прежде). Тогда 
                                                                 [image: image215.png]oo _do dy_do
X dy dx dy




. 
Подставляя в рассматриваемое уравнение выражение производных, получим уравнение первого порядка относительно вспомогательной функции p : 
                                                                           [image: image216.png]o]
P =tly.p)



. 
Интегрируя его, найдем p как функцию от y и произвольной постоянной [image: image217.png]Cy



: [image: image218.png]o =ply.Cy)



. Вспоминая, что 
                                                                            [image: image219.png]


, 
получим дифференциальное уравнение первого порядка для функции y от x : 
                                                                            [image: image220.png]W _ ofy.c
)



. 
Разделяя переменные, находим: 
                                                                             [image: image221.png]dy

plv.Cy

=dx



. 
Интегрируя это уравнение, получим общий интеграл исходного уравнения: [image: image222.png]Dx,v.C1.Cy)



.

Пример 
Найти частное решение уравнения 
[image: image223.png]


, 
удовлетворяющее начальным условиям [image: image224.png]wi)=0, y{1)=0



. 
Данное уравнение не содержит x . Положим [image: image225.png]


, рассматривая p как функцию от y . Тогда 
[image: image226.png]



и мы получаем уравнение первого порядка относительно вспомогательной функции p : 
[image: image227.png]PPl

o 3



. 
Разделяя переменные, будем иметь: 
[image: image228.png]1
pdp = 3Jydy



.  
Откуда 
[image: image229.png]el

win




или 
[image: image230.png]


, 
т.е. 
[image: image231.png]


. 
Здесь мы можем сразу определить значение произвольной постоянной C1 , используя начальные условия: [image: image232.png]0:1% [0+Cr. ¢ =



. 
Следовательно, 
[image: image233.png]


. 
Разделяя переменные и интегрируя, получим: 
[image: image234.png])
[y
=2 fa
1
3o, 4y





или 
[image: image235.png]


. 
Пользуясь тем, что [image: image236.png]


, найдем [image: image237.png]Cy



: [image: image238.png]


. Искомое частное решение запишется: 
[image: image239.png]


. 
 


	2.3. Линейные уравнения высших порядков 
	

	Дифференциальное уравнение n -го порядка называется линейным, если оно линейно относительно неизвестной функции  y и ее производных 
[image: image240.png]


. 

Линейное уравнение n -го порядка имеет вид: 

[image: image241.png]a0y 2,00y v (v +a, (Y = o(x)



.

Будем считать, что функции [image: image242.png]aplx) ay(x).

. aplx]



и [image: image243.png]


непрерывны, причем [image: image244.png]


при всех значениях x из той области, в которой мы рассматриваем уравнение. 
Путем деления на [image: image245.png]


это уравнение может быть приведено к виду: 

[image: image246.png]w1 p GOV o, Oy = F()



. 

Если [image: image247.png]


, то уравнение называется линейным неоднородным или уравнением с правой частью. 
Если же [image: image248.png]


, то уравнение имеет вид 

[image: image249.png]i p GV Oy =0




и называется линейным однородным уравнением или уравнением без правой части.

Задача отыскания решения линейного дифференциального уравнения удовлетворяющего n начальным условиям: y(xo ) = yo , y I (xo ) = y Io ,.., y (n-1) (xo ) = y (n-1)o, при условиях непрерывности функций p1 (x), p2 (x) ,.., pn (x) , f(x), решается всегда, так как выполняются условия теоремы Коши. 

В следующем параграфе будут установлены некоторые основные свойства линейных однородных уравнений. При этом будут использованы прежде всего уравнения второго порядка. 
	


	2.4. Линейные однородные уравнения второго порядка 

	Рассмотрим линейное однородное уравнение второго порядка, т.е. уравнение 
[image: image250.png]W+ plx )y +gx)y =0




и установим некоторые свойства его решений. 

Свойство 1 
Если [image: image251.png]


является решением линейного однородного уравнения, то C[image: image252.png]


, где C - произвольная постоянная, является решением того же уравнения.
Доказательство.
Подставляя в левую часть рассматриваемого уравнения C[image: image253.png]


, получим: [image: image254.png]©y)" +00)Cy) +a(x)Cyy =Cyy +Calx)yy +Calxlys =Clys +p(ys +alxys |



, 
но [image: image255.png]Wi+ plx )i +qlx)y =0



, т.к. [image: image256.png]


является решением исходного уравнения. 
Следовательно, 
[image: image257.png]©y)" +p(x)Cyy) +a(x)Cyy =0




и справедливость указанного свойства доказана. 

Свойство 2 
Сумма двух решений линейного однородного уравнения является решением того же уравнения. 
Доказательство. 
Пусть [image: image258.png]


и [image: image259.png]¥



являются решениями рассматриваемого уравнения, тогда 
[image: image260.png]Wi+ plx )i +qlx)y =0



и [image: image261.png]W5 +px)ys +q(x)y,; =0



. 
Подставляя теперь [image: image262.png]


+[image: image263.png]¥



 в рассматриваемое уравнение будем иметь: 
[image: image264.png](v +v2) +p0v +y2) +) +va)=y1 +e(dy +a0yvs+vs +p(xlys +q(y, =0+0=0,



, т.е. [image: image265.png]


+[image: image266.png]¥



 есть решение исходного уравнения. 
Из доказанных свойств следует, что, зная два частных решения [image: image267.png]


и [image: image268.png]¥



линейного однородного уравнения второго порядка, мы можем получить решение [image: image269.png]¥ =Cqyy +Ca¥;



, зависящее от двух произвольных постоянных, т.е. от такого количества постоянных, какое должно содержать общее решение уравнение второго порядка. Но будет ли это решение общим, т.е. можно ли путем выбора произвольных постоянных [image: image270.png]Cy



и [image: image271.png]Cy



удовлетворить произвольно заданным начальным условиям? 
При ответе на этот вопрос будет использовано понятие линейной независимости функций, которую можно определить следующим образом. 

Две функции [image: image272.png]


и [image: image273.png]¥



называются линейно независимыми на некотором интервале, если их отношение на этом интервале не является постоянным, т.е. если 
[image: image274.png]4 Const
V2



. 
В противном случае функции называются линейно зависимыми . 
Иными словами, две функции [image: image275.png]


и [image: image276.png]¥



называются линейно зависимыми на некотором интервале, если [image: image277.png]L1 _ const
Vs



на всем интервале.

Примеры 
1. Функции y1 = e x и y2 = e - x линейно независимы при всех значениях x , т.к. 
[image: image278.png]


. 
2. Функции y1 = e x и y2 = 5 e x линейно зависимы, т.к. 
[image: image279.png]


. 
Теорема 1. 

Если функции [image: image280.png]


и [image: image281.png]¥



линейно зависимы на некотором интервале, то определитель [image: image282.png]1 v2
i vh




, называемый определителем Вронского данных функций, тождественно равен нулю на этом интервале. 

Доказательство. 

Если 
[image: image283.png]o
v,



, 
где [image: image284.png]i = Const



, то [image: image285.png]


и [image: image286.png]


. 
Следовательно,
[image: image287.png]1 v
Wi vh

2 Y Ay -vays) =0
e v

:iiyz V3
5 Y|



. 
Теорема доказана. 

Замечание. 
Определитель Вронского, фигурирующий в рассмотренной теореме, обычно обозначается буквой W или символами [image: image288.png]Wix),

Wilyyvs)



. 
Если функции [image: image289.png]


и [image: image290.png]¥



являются решениями линейного однородного уравнения второго порядка, то для них справедлива следующая обратная и притом более сильная теорема. 

Теорема 2. 

Если определитель Вронского, составленный для решений [image: image291.png]


и [image: image292.png]¥



линейного однородного уравнения второго порядка, обращается в ноль хотя бы в одной точке, то эти решения линейно зависимы. 

Доказательство. 

Пусть определитель Вронского обращается в ноль в точке [image: image293.png]


, т.е. [image: image294.png]Wixg)



=0, 
и пусть [image: image295.png]Yalxa)=¥a

yilxa)=v10. vilg)=




и [image: image296.png]yh{xa)= ¥4



. 
Рассмотрим линейную однородную систему 
[image: image297.png]{Cmn +Caya0 =0
Ciyip +Cayh =0





относительно неизвестных [image: image298.png]Cy



и [image: image299.png]Cy



. 
Определитель этой системы [image: image300.png]V1o Y2
Vio Y%




совпадает со значением определителя Вронского при 
x= [image: image301.png]


, т.е. совпадает с [image: image302.png]Wixg)



, и, следовательно, равен нулю. Поэтому система имеет ненулевое решение [image: image303.png]Cy



и [image: image304.png]Cy



([image: image305.png]Cy



 и [image: image306.png]Cy



не равны нулю). Используя эти значения [image: image307.png]Cy



и [image: image308.png]Cy



, рассмотрим функцию [image: image309.png]¥ =Cqyy +Ca¥;



. Эта функция является решением того же уравнения, что и функции [image: image310.png]


и [image: image311.png]¥



. Кроме того, эта функция удовлетворяет нулевым начальным условиям: [image: image312.png]¥ixp)=0, ylxq)=0



, т.к. [image: image313.png]¥ixa) =Cryq g )+ Cayalxg )= Cryqg +Cayag =0



и [image: image314.png]¥'xa) = Cryilxg )+ Cayh (xg) = Cryig +Cayy




. 
С другой стороны, очевидно, что решением уравнения [image: image315.png]W+ plx )y +gx)y =0



, удовлетворяющим нулевым начальным условиям, является функция y =0. 
В силу единственности решения, имеем: [image: image316.png]Ciy1+Ca3 =0



. Откуда следует, что 
[image: image317.png]n_ G
Yo C2_const
va O



, 
т.е. функции [image: image318.png]


и [image: image319.png]¥



линейно зависимы. Теорема доказана. 

Следствия. 

1. Если определитель Вронского, фигурирующий в теоремах, равен нулю при каком-нибудь значении x=[image: image320.png]


, то он равен нулю при любом значении x из рассматриваемого интервала. 

2. Если решения [image: image321.png]


и [image: image322.png]¥



линейно независимы, то определитель Вронского не обращается в ноль ни в одной точке рассматриваемого интервала. 

3. Если определитель Вронского отличен от нуля хотя бы в одной точке, то решения [image: image323.png]


и [image: image324.png]¥



линейно независимы. 
Теорема 3. 

Если [image: image325.png]


и [image: image326.png]¥



- два линейно независимых решения однородного уравнения второго порядка [image: image327.png]W+ plx )y +gx)y =0



, то функция [image: image328.png]¥ =Cqyy +Ca¥;



, где [image: image329.png]Cy



и [image: image330.png]Cy



- произвольные постоянные, является общим решением этого уравнения. 

Доказательство. 

Как известно, функция [image: image331.png]¥ =Cqyy +Ca¥;



является решением рассматриваемого уравнения при любых значениях [image: image332.png]Cy



и [image: image333.png]Cy



. Докажем теперь, что каковы бы ни были начальные условия 
[image: image334.png]¥ixo) =Y



и [image: image335.png]y'xo)=vh



, 
можно так подобрать значения произвольных постоянных [image: image336.png]Cy



и [image: image337.png]Cy



, чтобы соответствующее частное решение удовлетворяло заданным начальным условиям. 
Подставляя начальные условия в равенства, получим систему уравнений 
[image: image338.png]{yn =Ciyin+Caym
Vb =Ciyio +Cayh



. 
Из этой системы можно определить [image: image339.png]Cy



и [image: image340.png]Cy



, т.к. определитель этой системы 
[image: image341.png]W10 ¥ao

. =Y10¥%0 ~ ¥io¥ 20
Ivio ¥4





есть определитель Вронского при x= [image: image342.png]


и, следовательно, не равен нулю (в силу линейной независимости решений [image: image343.png]


и [image: image344.png]¥



). 


[image: image345.png]Yl
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; [image: image346.png]V1o Yo
Vie ¥
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Vio Y%




.

Частное решение при полученных значениях [image: image347.png]Cy



и [image: image348.png]Cy



удовлетворяет заданным начальным условиям. Таким образом, теорема доказана.

Примеры 
Пример 1. 
Общим решением уравнения [image: image349.png]y'+y=0



является решение [image: image350.png]v =Cyc08x+C;8inx



. 
Действительно, 
[image: image351.png]cosx  sinx
W(x):L cos?x +sin?x =120

sinx cosx|




. 
Следовательно, функции sinx и cosx линейно независимы. В этом можно убедиться, рассмотрев отношение этих функций: 
[image: image352.png]sinx
20X _ tgx = Const
cosx



. 
Пример 2. 
Решение y = C1 e x + C2 e - x уравнения [image: image353.png]


является общим, т.к.            [image: image354.png]


. 
Пример 3. 
Уравнение   [image: image355.png]


,        коэффициенты которого   [image: image356.png]


и [image: image357.png]



непрерывны на любом интервале, не содержащем точки x = 0, допускает частные решения 
[image: image358.png]1
Yi=x 5/27;




(легко проверить подстановкой). Следовательно, его общее решение имеет вид: 
[image: image359.png]¥

y:QXi»CZ; [ :xZ:CDns[]

V2



. 
Замечание 

Мы установили, что общее решение линейного однородного уравнения второго порядка можно получить зная два каких-либо линейно независимых частных решения этого уравнения. Однако, не существует общих методов для нахождения таких частных решений в конечном виде для уравнений с переменными коэффициентами. Для уравнений с постоянными коэффициентами такой метод существует и будет рассмотрен нами позднее. 


	2.5. Линейные неоднородные уравнения второго порядка 

	Рассмотрим линейное неоднородное уравнение второго порядка [image: image360.png]Y+ oy +qy = f(x)



. Структура общего решения такого уравнения определяется следующей теоремой. 

Теорема. 

Общее решение линейного неоднородного уравнение представляется как сумма какого-нибудь частного решения этого уравнения и общего решения соответствующего однородного уравнения, т.е. y = Y + y* , 
где y - общее решение линейного неоднородного уравнения, 
Y - общее решение линейного однородного уравнения [image: image361.png]W+ plx )y +gx)y =0



и 
y* - частное решение рассматриваемого неоднородного уравнения. 

Доказательство. 

Докажем сначала, что функция y* является решением рассматриваемого уравнения. Подставляя y = Y + y* в исходное уравнение, получим:         [image: image362.png](v+y‘)”+p(x)(v W‘)’ +al)y +7)= [+l + gl b v oy +q(x)y‘}:f{x)



. 
Так как Y есть решение однородного уравнения, то выражение, стоящее в первых скобках, равно нулю. Выражение, стоящее во вторых скобках, равно f(x) , т.к. y* есть решение неоднородного уравнения. 
Докажем теперь, что решение y = Y + y* является общим решением рассматриваемого уравнения, т.е. докажем, что входящие в него произвольные постоянные можно подобрать так, чтобы удовлетворялись начальные условия: [image: image363.png]y(xa)=vo, ¥{xg)=vh



. Общее решение линейного однородного уравнения можно представить в форме [image: image364.png]¥ =Cqyy +Ca¥;



, где [image: image365.png]


и [image: image366.png]¥



линейно независимые решения этого уравнения, а [image: image367.png]Cy



и [image: image368.png]Cy



произвольные постоянные.
Рассматриваемое решение можно записать в форме  [image: image369.png]Y=Cyi +Coya+y



. 

Используя начальные условия, будем иметь: 

[image: image370.png]Ciy10+Ca¥an +¥5 = Vo
Ciyfo +Ca¥hn +vo




.

Из этой системы уравнений нужно определить [image: image371.png]Cy



и [image: image372.png]Cy



. 

Переписав систему в виде 
                                                                  [image: image373.png]Cy10+Ca¥an = Yo~ Vo
Ciyfo +Ca¥o = Vb - Vo





замечаем, что определитель этой системы есть определитель Вронского для функций [image: image374.png]


и [image: image375.png]¥



в точке [image: image376.png]


. Так как эти функции линейно независимы, то определитель Вронского не равен нулю. Следовательно, система имеет определенное решение [image: image377.png]Cy



и [image: image378.png]Cy



: 

[image: image379.png]Vo-vs Y
Vo-vo vh
o a0
Vio Y5




, [image: image380.png]o vo-vs
Wio ¥b -V
Vo ¥z
Vi Yo




.

При этих значениях [image: image381.png]Cy



и [image: image382.png]Cy



мы и получим частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям. Следовательно, решение 
                                                              [image: image383.png]Y=Cyi +Coya+y




является общим решением рассматриваемого линейного неоднородного уравнения. 

Таким образом, доказано, что решение неоднородного уравнения есть сумма y = Y + y* . 


	2.6. Линейные однородные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами 
	

	Рассмотрим теперь линейное однородное уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами, т.е. уравнение [image: image384.png]y'+poy'+gy =0



, где p и q - постоянные числа.
Чтобы найти общее решение этого уравнения, достаточно найти два линейно независимых частных решения.
Заметим, что функция, удовлетворяющая линейному однородному уравнению, должна быть подобна своим производным. Таким свойством обладает, как известно, показательная функция. Это соображение наталкивает на мысль искать частные решения в виде y = e kx , где k=const .
Подставляя эту функцию и ее производные 
[image: image385.png]' = ke



и [image: image386.png]


 в рассматриваемое уравнение, получим: [image: image387.png]e [k2 +pk+g)=0



.  
Так как  [image: image388.png]e 20



,   значит   [image: image389.png]K2+,
Dk +




. 
Следовательно, если k будет удовлетворять полученному уравнению, которое называется характеристическим , то y = e kx будет решением исходного уравнения. 
Характеристическое уравнение есть квадратное уравнение, имеющее два корня: обозначим их через [image: image390.png]


и [image: image391.png]


. При этом 
[image: image392.png]


. 
Здесь возможны следующие случаи: 

1. [image: image393.png]


и [image: image394.png]


- действительные и притом не равные между собой числа [image: image395.png](kg = kq)



. 
2. [image: image396.png]


и [image: image397.png]


- действительные равные числа [image: image398.png]


= [image: image399.png]


.
3. [image: image400.png]


и [image: image401.png]


- комплексные числа. 

Рассмотрим каждый случай отдельно.
1. Корни характеристического уравнения действительны и различны.
В этом случае частными решениями будут функции 
[image: image402.png]vi=e

fqx



и [image: image403.png]Yy=6

kax



. 
Причем эти решения линейно независимы, т.к. 
[image: image404.png]ﬁzefi‘x:eikvkzlxzmnsz, (ky = k)
Vo efeX



. 
Пример 
Дано уравнение [image: image405.png]


. 
Характеристическое уравнение имеет вид 
[image: image406.png]K2
+k




. 
Корни характеристического уравнения: [image: image407.png]


. Общее решение: 
[image: image408.png]¥ =Cye?
Ca® +C8™



. 
2. Корни характеристического уравнения действительные и равные. 
В этом случае мы имеем только одно частное решение y = e kx , т.к. k1 = k2 = k . Для построения общего решения нужно найти еще одно частное решение, линейно независимое с первым. Будем искать второе решение в виде 
[image: image409.png]v, = U(x)e

x



,   где U(x) - неизвестная функция, подлежащая определению. Подставляя функцию 
[image: image410.png]v, = U(x)e

x



 и ее производные 
[image: image411.png]v = U(x)e® + kU(x)e™ = 8 U (x)+ kU(x)]



, [image: image412.png]Vo = ke®XUTx) + kU] + U0+ kUe(x)] = @*|Ur(x)+ 26U°(x) + k 2U(x)




в рассматриваемое линейное однородное уравнение, получим: [image: image413.png]% U+ (2% + o))+ (k2 4ok +q ()] =0



. 
Так как k - кратный корень характеристического уравнения, то [image: image414.png]


или [image: image415.png]2k+p=0



и 
[image: image416.png]K2+,
Dk +




. 
Следовательно, для определения функции U(x) получаем уравнение  [image: image417.png]U x)=0



или [image: image418.png]


. Интегрируя, получаем: [image: image419.png]U(x)=Ax+8B



. 
В частности, можно положить A =1, B =0; тогда [image: image420.png]


. 
Таким образом, в качестве второго частного решения можно взять  [image: image421.png]


. 
Это решение линейно независимо с первым, т.к.  

[image: image422.png]o

:1:CDﬂs[
¥ X



. 
Поэтому общее решение будет  [image: image423.png]¥ =Ce" +C,yxe™



.

Пример 
Дано уравнение [image: image424.png]¥ +6y +9y =0



. 
Характеристическое уравнение имеет вид 
[image: image425.png]k2 16k+9




. 
Корни характеристического уравнения: [image: image426.png]


. Общее решение: 
[image: image427.png]¥ =Cye ¥ +Cyxe ™



. 
3. Корни характеристического уравнения комплексные.
Так как коэффициенты p и q характеристического уравнения действительные числа, то комплексные корни будут сопряженными. 
Причем, [image: image428.png]


, где   [image: image429.png]


. 
Частные решения можно записать в форме 
[image: image430.png]


. 
Построение общего решения по этим частным решениям представляется не очень удобным, т.к. эти решения являются функциями, принимающими комплексные значения. Однако мы можем с их помощью получить два действительных частных решения. 
Для этого нам понадобятся формулы Эйлера :   [image: image431.png]osx+isinx, 8%

08 X — 18I X



. 

В справедливости этих формул можно убедиться следующим образом. 

Рассмотрим функцию 
[image: image432.png]~X(c08 X +i sin x)





и найдем ее производную: 
[image: image433.png]ia~¥(cosx+isinx)+e

~X(-sinx+icosx)=

g™ cosx +e™

2

sinx—g™

2

sinx+ig” ¥ cosx =0



. 
Отсюда следует, что [image: image434.png](x)=Const



. 
Но [image: image435.png]


, следовательно, [image: image436.png]


, т.е. [image: image437.png]&~ ™{(cos x+isinx)=1



  или  [image: image438.png]


. 
Получили первую из формул Эйлера. Подставляя теперь в эту формулу -x вместо x, получим вторую формулу  [image: image439.png]05X — i Sin X



. 
Используя формулы Эйлера, перепишем теперь частные решения [image: image440.png]


и [image: image441.png]¥



в виде [image: image442.png]¥

X (cos fx+isin gx), vy

X(cos fx - I sin fx)



. 

Полусумма этих решений   [image: image443.png]



также будет решением рассматриваемого уравнения, что вытекает из свойств решений линейного однородного уравнения. 
Точно так же решением будет функция    [image: image444.png]


. 

Эти решения являются функциями, принимающими действительные значения (при действительных значениях x ). 
Кроме того, эти два решения линейно независимы, т.к. 
[image: image445.png]¥ _ 8% cospx

= ctgfi = Const
V2 e™sinpx




. 

Следовательно, общее решение в рассматриваемом случае имеет вид 
[image: image446.png]¥ = Oy +Cq5 = Cig™ c0s fix + Coe™ sin fix




или, окончательно,  [image: image447.png]¥ =8%(Cy cos fx+C5 sin fx)



.

Пример 
Найти частное решение уравнения [image: image448.png]¥'+2y'+5y=0



, удовлетворяющее начальным условиям [image: image449.png]¥(0)=0, y(0)=1



. 
Составим характеристическое уравнение 
[image: image450.png]k242K +




. 
Найдем его корни 
[image: image451.png]


. 
Следовательно, общее решение есть 
[image: image452.png](Cy cos 2x +C 5in 2x)



. 
Найдем теперь частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям. На основании первого условия находим 
[image: image453.png]0=6"(Cy cos0+C, 5in0)



,    откуда   [image: image454.png]


.
 
Заметив, что 
[image: image455.png]y'= 67520, 008 2x— 8~ *Cy 5in2x



, 
из второго условия получаем: [image: image456.png]2C,



,   т.е.   [image: image457.png]


.
Таким образом, искомое частное решение есть      [image: image458.png]1
y =70 sin2x




	


	2.7. Линейные неоднородные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами 

	Перейдем теперь к рассмотрению линейных неоднородных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами, т.е. уравнений вида [image: image459.png]Y+ oy +qy = f(x)



, где p и q - действительные числа. 
Нам уже известно, что общее решение линейного неоднородного уравнения представляется как сумма какого-нибудь частного решения этого уравнения и общего решения Y соответствующего однородного уравнения. Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме квадратного трехчлена. В случае уравнения с постоянными коэффициентами общее решение линейного однородного уравнения, как мы уже знаем, находится легко. Остановимся теперь на проблеме отыскания частного решения y* линейного неоднородного уравнения. 

	Метод подбора (метод неопределенных коэффициентов) 

	Этот метод используется, если функция справа имеет специальный вид: 
f(x) = e ax [ Pm (x) cos(bx) + Qn (x) sin(bx) ], где a и b - действительные числа, 
Pm (x) и Qn (x) - многочлены с действительными коеффициентами, имеющими соответственно степени m >= 0 и n >= 0. 

Вид частного решения неоднородного уравнения зависит от вида правой части этого уравнения и подбирается в каждом случае с учетом корней характеристического многочлена соответствующего однородного уравнения. 

Можно показать, что частное решение имеет вид 
y*(x) = xh e ax [ Ps (x) cos(bx) + Qs (x) sin(bx) ], 
где a и b - те же числа, что и присутствующие в функции f(x), h >= 0 - кратность корня (a + bi) для характеристичекого многочлена соответствующего однородного уравнения, s = Max(m;n) , Ps (x) и Qs (x) - многочлены степени s, подлежащие численному определению. 

Рассмотрим некоторые частные случаи. 

а) [image: image460.png]F(x)= ayx? +ax+ay (a; = 0)



. 
Если [image: image461.png]Gg=0



, то частное решение неоднородного уравнения ищем также в форме квадратного трехчлена:
[image: image462.png]V= Agx? + A+ g



,   где    [image: image463.png]Ay, &y, g



- неопределенные коэффициенты. 
Отсюда 
[image: image464.png]v o= 28x+4, v




. 

Подставляя эти выражения в исходное уравнение, мы получим тождество 
[image: image465.png]Ao@x? + (280 + MG )X + 245 + A0 + Agg = apx? +ax +ag




, 
откуда 

[image: image692.png]280+ &G =ay
28, + A+ Agg




. 

Так как [image: image466.png]Gg=0



, то из последней системы для коэффициентов [image: image467.png]Ay, &y, g



получаются определенные числовые значения. Тем самым частное решение y* будет вполне определено. 
Если [image: image468.png]


, то частное решение y* ищем в виде [image: image469.png](Ax? + A+ Ag)




, когда один из корней характеристического уравнения равен нулю, и в виде  [image: image470.png]v =3 Ayx?
X C+ A+ Ag)



, 
когда оба корня характеристического уравнения нули. Аналогично обстоит дело, если f(x) - многочлен P(x) произвольной степени. 

Пример 
Решить уравнение [image: image471.png]


. 
Имеем: 
[image: image472.png]2
Kl4k=0, ky=0, ky Y =0y +Cy87%




. 
Так как p=0, то частное решение данного уравнения ищем в виде 
[image: image473.png]v = X(Ax + Ag )



.   Отсюда имеем:    [image: image474.png]v =28+ g, v =24



. 
Подставляем в исходное уравнение: [image: image475.png]


. 
Искомые коэффициенты будут: [image: image476.png]


. Значит, частное решение будет  [image: image477.png]


, 
а общее решение получается в виде   [image: image478.png]=0 +0Ge" +x% -x



. 
б) [image: image479.png]f(x)=ae™ (a=0)



. 
Частное решение ищем в виде   [image: image480.png]e



,    где A - неопределенный коэффициент. 
Отсюда 
[image: image481.png]v = abe® T
= AbZe D



. 
Подставляя эти выражения в исходное уравнение, после сокращения на e bx будем иметь [image: image482.png]Alb?+pb+gl=a



. Отсюда видно, что если b не является корнем характеристического уравнения, то [image: image483.png]bx

b2+
ph+q



. 
Если b - корень характеристического уравнения, то частное решение ищем в виде y* = Axebx , когда b - однократный корень, и в виде y* = P(x) ebx , когда b - двукратный корень. 
Аналогично будет, если f(x) = P(x) ebx , где P(x) - многочлен. 

Пример 
Решить уравнение 
[image: image484.png]2+

26%



. 
Имеем: 
[image: image485.png]K2-2k+1=0, kj=ky ¥ = (Cy +C;x)e*




. 
Так как в данном уравнении b = 1 - корень кратности два характеристического уравнения, то частное решение данного уравнения ищем в виде 
[image: image486.png]Ax



. 
Далее имеем: 
[image: image487.png]V= a2,y = Al rax+ 2k,
A6 [x? +4x+2)- 2808 (x+ 2)+ AxPe¥ = 26X, A=

¥

267,y =(C+Cpx)e* +x%*




.
  в) [image: image488.png]f(x)= acosax +bsinax



. (a и b не нули одновременно). 
В этом случае частное решение y* ищем также в форме тригонометрического двучлена 
[image: image489.png]" = AcoS ax+ Bsinax



,   где A и B - неопределенные коэффициенты. 
Отсюда   [image: image490.png]Awsinax +Bwcosax, ¥ =-Aw? c0Sax- Ba? sinax




.
Подставляя эти выражения в исходное уравнение, получим: [image: image491.png]Aw? +Bpa+Aq 05 ax + |- Ba? - Apa+Bg)sinax = acosax + bsinax.




. 

[image: image693.png](4 cos ax +Bsinax)




Так как последнее равенство представляет собой тождество, то коэффициенты при [image: image492.png]COS ax



и [image: image493.png]Sinx



в левой и правой частях этого равенства должны быть соответственно равны друг другу. Поэтому 
[image: image494.png]Alg-o?)+Bpo=2
—fpw+Blg-o?)=b



. 
Эти уравнения определяют коэффициенты A и B , кроме случая, когда  [image: image495.png]


   (или когда [image: image496.png]


- корни характеристического уравнения). 
В последнем случае частное решение исходного уравнения ищем в виде: 

Пример 
Решить уравнение [image: image497.png]Y'+y =cosx



. 
Имеем: 
[image: image498.png]k241=0, k

¥ =Cycosx+C; sinx



.
Так как [image: image499.png]


- корни характеристического уравнения, то частное решение данного уравнения ищем в виде 
[image: image500.png](Acosx + Basin x )




. 

Далее имеем: [image: image501.png]Y = Acosx+Bsinx+x[- Asinx+Bcosx), v =-24sinx + 28008 x - x(Acosx +Bsinx),





 INCLUDEPICTURE "http://www.tstu.tver.ru/faculties/civil/vm/math_on_line/topic/ode/lect_2/image_9/im48.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image502.png]—2Asinx+2Bc0sx = cosx, A=0, B=a, %smx, y:C1chx+Czsmx+§smx



.


	Принцип суперпозиции 
	

	Рассмотрим так называемый принцип суперпозиции, который позволяет отыскивать частное решение и в несколько более сложных случаях. 

Теорема. 
Если [image: image503.png]


является решением уравнения [image: image504.png]Y+ oy + gy = fi(x)



, а [image: image505.png]¥



решением уравнения [image: image506.png]Yoy +qy = Fh(x)



, то [image: image507.png]


+ [image: image508.png]¥



есть решение уравнения [image: image509.png]Yoy +qy = fi(x)+f(x)



. 

Доказательство. 
По условию [image: image510.png]Y+ oy + gy = fi(x)



и [image: image511.png]Yoy +qy = Fh(x)



, поэтому [image: image512.png]Vi DY HGY +Ya +PVa +aGYa = F{X)+(x),

(v1+y2) +ol+va) +alyi+yvs



, 
что и требовалось доказать. 

Пример 
Найти общее решение уравнения  [image: image513.png]¥'+2y' = 1+28% —sinx



. 
Характеристическое уравнение  [image: image514.png]K2
+2





имеет корни [image: image515.png]


.  Следовательно,   [image: image516.png]¥ =0y +Cye %



.
Находим частное решение [image: image517.png]i



уравнения [image: image518.png]¥+ 2y



в виде    [image: image519.png]v



,     тогда   [image: image520.png]


. Отсюда  [image: image521.png]0+24=1 A=—1
7



       

 Следовательно,     [image: image522.png]


.   Частное решение [image: image523.png]


уравнения [image: image524.png]¥+ 2y = 267



ищем в форме   [image: image525.png]


. 
Тогда    [image: image526.png]v5 =8Be

x

. y5 =Be*



.    Отсюда     [image: image527.png]BeX +2Be" = 2¢%, 3B =2, 5%



.    Следовательно,
[image: image528.png]


.
Наконец, находим частное решение [image: image529.png]


уравнения [image: image530.png]Y +2y'=—sinx



в форме   [image: image531.png]V5 =Ccosx+Dsinx



, 
тогда   [image: image532.png]Csinx+Dcosx, v}

Ccosx—Dsinx



. 
Подставляя в уравнение, получим: [image: image533.png]—-Cceosx—-Dsinx-2Csinx+20cosx =-sinx



. Отсюда имеем: 
[image: image534.png]


. 

Значит,
[image: image535.png]


.    Следовательно,    [image: image536.png]v = Zcosx-+Lsinx
s 5



. 
По теореме наложения частное решение исходного уравнения будет:   [image: image537.png]Y1+ +y5 = =S x+ 2%+ Zoosx+ Lainx
1Tty = 3° 75 5



, 
тогда общее решение запишется так:   [image: image538.png]2x

y=C+Cpe - Lx+2o% 4 Zoos x4 Lsinx
23 5 5



.
	

	Метод вариации произвольных постоянных (метод Лагранжа) 
	

	Этот метод применяется для отыскания частного решения y* линейного неоднородного уравнения, когда известно общее решение соответствующего линейного однородного уравнения. Пусть дано линейное неоднородное уравнение второго порядка [image: image539.png]W'+ plx v+ glx )y = f(x)



и пусть общим решением соответствующего однородного уравнения [image: image540.png]Y+ oy +qy = f(x)



является функция [image: image541.png]¥ =Cqyy +Ca¥;



,
где y1 и y2 - два линейно-независимых решения однородного уравнения. 
В такой же форме будем искать и частное решение y* линейного неоднородного уравнения, только [image: image542.png]Cy



и [image: image543.png]Cy



будем считать не произвольными постоянными, а некоторыми, пока неизвестными функциями от x , т.е. будем считать, что 
[image: image544.png]


. 
Дифференцируя, получим:  [image: image545.png]Cilxlvy +Calxlys +Cy (Xl +C5 (Xl



. 
Функции [image: image546.png]Cy(x)



и [image: image547.png]Calx)



мы будем считать выбранными так, что   [image: image548.png]Cy (g +Cy (X)y-




. 
Тогда   [image: image549.png]Ciy +Ca(xys



   и    [image: image550.png]v = Oy +Colxlya +Cf (Xl +Cs (Xlys



. 
Подставляя теперь   [image: image551.png]vy my



  в исходное уравнение, получим: 
[image: image552.png]Crlxlys +ovn +qys J#Ca00lvs +ovs +aya)+Cr (s +C5 (Xlys =(x)



. 
Но [image: image553.png]vi+oyi+qy, =0



и [image: image554.png]Vi +PYS+ays



, т.к. [image: image555.png]


и [image: image556.png]¥



являются решениями однородного уравнения.   Следовательно, последнее равенство запишется:   [image: image557.png]


. 
Итак, функция [image: image558.png]


   будет удовлетворять заданному уравнению, если функции [image: image559.png]Cy(x)



и [image: image560.png]Calx)



удовлетворяют двум условиям: 
[image: image561.png]


. 
Имеем систему двух уравнений с двумя неизвестными [image: image562.png]Cy (x)



и [image: image563.png]C, ()



. 

Определитель этой системы   
[image: image564.png]i V2
1 Va2

=0




, 
т.к. он является определителем Вронского для линейно независимых функций [image: image565.png]


и [image: image566.png]¥



. 
Решая эту систему, мы найдем   [image: image567.png]Cy (x)



и [image: image568.png]C, ()



 как определенные функции от x : 
[image: image569.png]


. 
Интегрируя, получим: [image: image570.png]Ci(x)

[ (xJdx



и [image: image571.png]Calx)= [ (x)ax



. 
При этих значениях [image: image572.png]Cy(x)



и [image: image573.png]Calx)



получим частное решение  [image: image574.png]


. 
Пример 

Найти общее решение уравнения  [image: image575.png]"y dy =
yiray = o



. 
Характеристическое уравнение  [image: image576.png]k244=0



  имеет корни   [image: image577.png]


. Значит, [image: image578.png]¥ =Cy cos2x +C; sin2x



. 
Будем искать частное решение в форме   [image: image579.png]" = Cy(x)cos 2x+Cy(x)sin 2x



. 
C1' (x) и C2' (x) находим, решая систему уравнений  
[image: image580.png]©, cos2x+C;' sin2x =0

O (- 28in2x)+C; 200520 = ——
(282040, 200520 = L




[image: image581.png]052X 0
\-2sin2x

0 sin2x
1 2c052x|
. lsin 2x
052X sin2x
2sin2x  2c0s2x|

a
5

1

5in2x
052X sin2x
2sin2x  2c0s2x|

Ci cig2x




. 
Интегрируя, находим:  [image: image582.png]1%, €y = Linsinx
2




.   

Следовательно,  [image: image583.png]1><chZ><+ism 2xInsin2x
2 4



, 
а общее решение   
[image: image584.png]¥ =Cyc052x+Cy stxf%chSZXJr%stx/nstx



. 
	


	2.8. Линейные однородные уравнения n -го порядка с постоянными коэффициентами 

	Методы решения линейных однородных уравнений второго порядка переносятся и на линейные однородные уравнения любого порядка.
Не останавливаясь на доказательствах, рассмотрим метод решения линейного однородного уравнения n -го порядка с постоянными коэффициентами 
[image: image585.png]Y py ) LAy ppy =0



. 
Общее решение этого уравнения находится следующим образом:
1. Составляем характеристическое уравнение 
[image: image586.png]K7 ok ™ 4ok 4 4p,



. 
2. Находим корни характеристического уравнения [image: image587.png]K.

ka,

Ky



. 
3. По характеру корней выписываем частные линейно независимые решения, руководствуясь тем, что: 
а) каждому действительному однократному корню k соответствует частное решение e kx ; 
б) каждому действительному корню k кратности r соответствуют r линейно независимых частных решений 
[image: image588.png]


; 
в) каждой паре комплексных сопряженных корней [image: image589.png]


и [image: image590.png]


соответствуют два частных решения 
[image: image591.png]o™ cos X



и [image: image592.png]™ sin fix



; 
г) каждой паре комплексных сопряженных корней [image: image593.png]


и [image: image594.png]


кратности t соответствуют 2t частных решений: 
[image: image595.png]8% cos fix, x6® cos fx, ., x"'e® cos pix



и [image: image596.png]&% sin fx, xe® sin gx, .., x7'6 sin gx



. 
Этих частных решений будет столько, какова степень характеристического уравнения, т.е. столько, каков порядок данного уравнения. 
4.Зная n линейно независимых частных решений [image: image597.png]Y1, Y2,

¥



, записываем общее решение заданного уравнения: [image: image598.png]Y =Ciy+Caya+... +Cpyy,



, где [image: image599.png]Cy,Cy,

,Cy



- произвольные постоянные. 

Пример 
Найти общее решение уравнения 
[image: image600.png]


. 
Характеристическое уравнение 
[image: image601.png]



имеет корни [image: image602.png]


. Общее решение запишется: 
[image: image603.png]¥ =08 + 0,87 +C; cosx +Cy sinx



. 
Замечание 
Функции [image: image604.png]Y1, Y2,

¥



называются линейно зависимыми в некотором интервале, если существуют такие одновременно не равные нулю постоянные [image: image605.png]YL ¥2, -, ¥n



, что [image: image606.png]ivityavat+. +yp¥n



во всех точках рассматриваемого интервала. Если таких постоянных не существует, то функции называются линейно независимыми . Для двух функций это определение эквивалентно принятому ранее.


	2.9. Линейные неоднородные уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами 
	

	Рассмотрим линейное неоднородное уравнение n -го порядка 
[image: image607.png]Y py ) Lo py = F()




с постоянными коэффициентами [image: image608.png]D1, P2,

L Pn



. 
В этом случае, как и в случае уравнения второго порядка, общее решение представляется как сумма какого-нибудь частного решения линейного неоднородного уравнения и общего решения соответствующего однородного уравнения, т.е. y = Y + y*.
Частное решение y* можно всегда найти, используя метод вариации произвольных постоянных. Но мы ограничимся указанием только тех случаев, когда частное решение y* можно найти, не прибегая к интегрированию. 
1. Пусть 
[image: image609.png]


,   тогда надо различать два случая: 

    а) a не является корнем характеристического уравнения.
В этом случае частное решение нужно искать в виде   [image: image610.png]


. 

    б) a является корнем кратности t характеристического уравнения. 
Частное решение y* в этом случае нужно искать в форме   [image: image611.png]


. 

2. Пусть [image: image612.png]f(x) = Mcosax+N sinax



, где M и N - постоянные коэффициенты. 

Тогда вид частного решения определяется следующим образом: 
      а) [image: image613.png]


не является корнем характеристического уравнения,  
           [image: image614.png]" = AcoS ax+ Bsinax



. 
      б) [image: image615.png]


корень характеристического уравнения кратности t ,
           [image: image616.png](Acos ax +Bsinax)




. 

3. Пусть [image: image617.png]F(x) = Pp(x)6® coS ax+Qp(x e ® sin ax



, тогда: 
         а) [image: image618.png]a+al



не является корнем характеристического уравнения,                            

                [image: image619.png]()8 ¥ cosax + Ly, (x)e ™ sinax



. 
          б) [image: image620.png]a+al



является корнем характеристического уравнения кратности t ,     

                [image: image621.png]y" = Xt [N, ()8 ® cos ax + L p(x )e® sinax,



. 
Пример 1. 
Найти общее решение уравнения 
[image: image622.png]


.
Характеристическое уравнение [image: image623.png]


  имеет корни [image: image624.png]


. 
Общее решение линейного однородного уравнения запишется: 
[image: image625.png]¥ =08 + 0,87 +C; cosx +Cy sinx



. 
Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме    [image: image626.png]¥ = Agx® + A + A+ Ag



. 
Дифференцируя   [image: image627.png]o 2 i e
yoo=3Ax 28 x+ Ay, o =BAgx+24,, )




и подставляя в исходное уравнение, получим:   [image: image628.png]~Ax? 2
X7 = Agx = Ayx = Ay




. 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , находим:   [image: image629.png]


. 
Следовательно,  [image: image630.png]


,
а общее решение   [image: image631.png]y = 18X +Cy8™ +C5 008X +Cy sinx —x° -



. 
Пример 2. 
Решить уравнение [image: image632.png]


. 
Как и в предыдущем примере, здесь [image: image633.png]¥ =08 + 0,87 +C; cosx +Cy sinx



. 
Частное решение y * ищем в форме [image: image634.png]Acos x + Bsinx)



, 
т.к. i является корнем характеристического уравнения. Дифференцируя 
[image: image635.png]0
v = Acos x+Bsinx+x(- Asinx+Bcosx), " =-2Asinx+2Bc0sx+x(- Acosx - Bsinx),

i1t v
¥y =-34cosx-3Bsinx+x(Asinx—-Bcosx) y = 4Asinx-4Bcosx+x(Acosx+Bsinx)




и подставляя в исходное уравнение, получим:  [image: image636.png]4Asinx —4Bcosx =5008x



, 
откуда 
[image: image637.png]4A=0, A=0, -4B=5, 5:%



. 
Следовательно,[image: image638.png]



и общее решение  [image: image639.png]- 5
¥ =Cig¥ +Cge™ +C3 co5x +C,y sinx ~ xcos x



. 
	


	2.10. Уравнение Коши - Эйлера 
	

	Рассмотрим линейное уравнение n -го порядка 
[image: image640.png]pox "yt

{n)

+ o™y

(n-1)

Fo P XY




, 
где [image: image641.png]Pa, 01,

L Pn



- постоянные. 
Уравнение такого вида называется уравнением Коши-Эйлера. Это уравнение с переменными коэффициентами, но оно легко приводится к уравнению с постоянными коэффициентами с помощью подстановки x = et (x > 0). 
В самом деле из этого равенства находим: 
[image: image642.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.tstu.tver.ru/faculties/civil/vm/math_on_line/topic/ode/lect_2/image_14/im5.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image643.png]_dy ot _ay
il






 INCLUDEPICTURE "http://www.tstu.tver.ru/faculties/civil/vm/math_on_line/topic/ode/lect_2/image_14/im6.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image644.png]d[dy ,,]m [dzy dy

o Jax (a? o






 INCLUDEPICTURE "http://www.tstu.tver.ru/faculties/civil/vm/math_on_line/topic/ode/lect_2/image_14/im7.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image645.png]d%y _dy
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. 
При подстановке всех этих величин в исходное уравнение там произойдет сокращение показательных множителей и мы получим уравнение с постоянными коэффициентами.
Мы рассмотрели подстановку x = et считая, что x > 0, а если x < 0, то используется 
подстановка x = - et. 

Пример 
Решить уравнение  [image: image646.png]X2yt —dxy '+ 4y =1



.    Для x > 0 полагаем x = e t .
 Тогда    [image: image647.png]K3
-2
+hk-

13
2410k
,1)



         или        [image: image648.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.tstu.tver.ru/faculties/civil/vm/math_on_line/topic/ode/lect_2/image_14/im11.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image649.png]


. 

Подставляя все эти выражения в исходное уравнение, получим:      [image: image650.png]aly_dv
9V 4 4y
di? =



. 
Это линейное уравнение с постоянными коэффициентами. 
Находим общее решение линейного однородного уравнения: [image: image651.png]¥ =Ce2 +Cyte?




. 
Частное решение [image: image652.png]


  находится легко.      Следовательно,   [image: image653.png]y=Cie¥ +Cyte? +%



. 
Возвращаясь к переменной x , получаем:   [image: image654.png]y:C1x7+szzlnx+%



.  Это общее решение заданного уравнения для x>0. 
Рассмотрим теперь случай x<0. Полагая x = - e t, t = ln ( -x ), находим: [image: image655.png]_avd_ .
Tt ax o df




. 
Подставляя все эти выражения в исходное уравнение, получим:    [image: image656.png]aly_dv
9V 4 4y
di? =



. 
Получили такое же уравнение, как и в первом случае. 
Следовательно, общее решение его нам уже известно [image: image657.png]y=Cie¥ +Cyte? +%



.   Возвращаясь к переменной x , получим: общее решение   [image: image658.png]y=Col+Cp i+



заданного уравнения для x < 0. 
	


Найти частные решения дифференциальных уравнений, удовлетворяющие начальным условиям
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Используя метод понижения порядка найти общее решение дифференциального уравнения
[image: image660.png]yrxinx =y (X2 + 20y =
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Используя метод понижения порядка найти частное решение дифференциального уравнения
[image: image661.png]v =128/ y(0)=1 y(0)=
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Найти общее решение линейного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. Частное решение для правой части найти методом подбора
[image: image662.png]yr -y =x? +sinx
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Найти общее решение линейного дифференциального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами. Частное решение для правой части найти методом Лагранжа
[image: image663.png]1
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Найти общее решение линейного дифференциального уравнения третьего порядка с постоянными коэффициентами.
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	Лекция 3.  Системы дифференциальных уравнений 

	С системами дифференциальных уравнений встречаются при изучении процессов, для описания которых одной функции недостаточно. 

Системой дифференциальных уравнений называется совокупность уравнений, в каждое из которых входит независимая переменная, искомые функции и их производные. 

Решение системы, состоящей из нескольких уравнений с таким же числом неизвестных функций, можно привести к решению дифференциального уравнения с одной неизвестной функцией. Метод такого приведения мы выясним для следующего частного случая. 
Пусть нам дана система двух линейных дифференциальных уравнений первого порядка с двумя неизвестными функциями: 
                                                              [image: image665.png]dv
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. 
Для того, чтобы привести решение этой системы к решению одного уравнения с одной неизвестной функцией, нужно исключить из этой системы одну из неизвестных функций и ее производную. Пусть, например, мы хотим исключить z и его производную из двух имеющихся у нас уравнений. Очевидно, что в данной ситуации мы не сможем одновременно исключить z и [image: image666.png]dz



.   Следовательно, нам необходимо иметь по крайней мере еще одно уравнение. Мы можем получить это дополнительное уравнение, продифференцировав первое уравнение системы: 
                                                         [image: image667.png]


.
Теперь у нас имеется три уравнения, мы можем исключить из них z и [image: image668.png]dz



и получим одно уравнение, в которое войдут неизвестная функция y и производная от этой функции. Это уравнение будет линейным дифференциальным уравнением второго порядка. Не трудно понять, что, желая исключить z и его производные, мы должны были дифференцировать первое уравнение, входящее в систему, а не второе, т.к. в противном случае в новое, полученное нами дифференциальное уравнение, входила бы производная [image: image669.png]


, так что из системы трех уравнений мы должны были бы исключить величины z, [image: image670.png]dz



, [image: image671.png]


, что невозможно.
Получив выражение для y , можно отыскать другую неизвестную функцию z , подставив выражение для y и его производных [image: image672.png]


в первое уравнение данной системы.
Пример 
Пусть дана система 
[image: image673.png]dv 0z
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. 
Приведем эту систему к виду, указанному выше, т.е. добьемся того, чтобы в одно уравнение входила лишь производная dy/dx, а в другое лишь производная dz/dx. Умножим второе уравнение на три и сложим его с первым уравнением, тогда получим: 
[image: image674.png]7Y 47y -1ax =0
o



. 
Умножив первое уравнение на два и вычтя его затем из второго уравнения, получим: 
[image: image675.png]dz
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. 
Решим полученную систему: 
[image: image676.png]7Y 17y 1420
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. 
Продифференцировав первое из этих уравнений, получаем: 
[image: image677.png]dede 14
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. 
Подставив в это уравнение значение dz/dx из второго уравнения нашей системы, получаем: [image: image678.png]d v 17dy
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. 
Решаем это уравнение известным нам методом: 
[image: image679.png]Tk? _1Tk-16=0



; [image: image680.png]17+737 174737
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; 
[image: image681.png]


. 
Подставив выражение для y и dy/dx в первое из уравнение нашей системы, получим следующее выражение для z : [image: image682.png]1y 17
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или окончательно 
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. 
Далее несколько усложним задачу, условимся обозначать независимую переменную буквой t , а неизвестные функции - соответственно [image: image685.png]


или же [image: image686.png]


.
Число независимых функций обычно равно числу уравнений. Это число называется порядком системы. Чаще всего приходится иметь дело с так называемыми нормальными системами. 

Нормальной системой дифференциальных уравнений называется система уравнений вида 
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Нормальная система уравнений может быть заменена неоднородным дифференциальным уравнением, порядок которого равен порядку системы. На этом свойстве нормальных систем основан один из способов их решения, который будет рассмотрен ниже.

Общее решение системы (1) имеет вид [image: image688.png]t,Cy,Cy,
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, 
где [image: image689.png]Cy,Cq,

,Cy



- произвольные постоянные. 

Чтобы из общего решения системы выделить некоторое частное решение, задаются начальные условия [image: image690.png]


. Если начальные условия подставить в общее решение, получится система алгебраических уравнений для определения произвольных постоянных 
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.
Частное решение системы, полученное из общего решения при найденных значениях произвольных постоянных, будет удовлетворять заданным начальным условиям. 
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